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Wykład 7B. Wymuszone przemieszczenie i zadane obciążenie

1

Metoda elementów 
skończonych

(MES1)
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wymuszone przemieszczenie

𝑥

1

3
𝑙

1

3
𝑙

1

3
𝑙

3𝐴 2𝐴 𝐴

𝐸

Model MES– 3 elementy prętowe:

1 2 3 4

𝑢1= 0 𝑢2 𝑢3 𝑢4= 

𝑙1 𝑙2 𝑙3

𝑅1 𝑅4

Model uwolniony od więzów:
𝑞 = 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4

1 × 4

(𝑅1+ 𝑅4= 0)𝐹 = 𝑅1, 0,0, 𝑅4
1 × 4

Model MES pręta z wymuszonym przemieszczeniem
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𝑘 𝑒= 
𝐸𝐴𝑒

𝑙𝑒

1 −1
−1 12 × 2

macierze sztywności:

𝑘 1= 
𝐸·3𝐴

1

3
𝑙

1 −1
−1 1

= 
𝐸𝐴

𝑙

9 −9
−9 92 × 2

𝑘 2= 
𝐸·2𝐴

1

3
𝑙

1 −1
−1 1

= 
𝐸𝐴

𝑙

6 −6
−6 62 × 2

𝑘 3= 
𝐸𝐴
1

3
𝑙

1 −1
−1 1

= 
𝐸𝐴

𝑙

3 −3
−3 32 × 2

𝑘 1
∗ =

𝐸𝐴

𝑙

9
−9
0
0

−9
9
0
0

0
0
0
0

0
0
0
0

;
4 × 4

𝑘 2
∗ =

𝐸𝐴

𝑙

0
0
0
0

0
6

−6
0

0
−6
6
0

0
0
0
0

4 × 4

𝑘 3
∗ =

𝐸𝐴

𝑙

0
0
0
0

0
0
0
0

0
0
3

−3

0
0

−3
3

→ 𝐾 = σ𝑒=1
3 𝑘 𝑒

∗ =
𝐸𝐴

𝑙

9
−9
0
0

−9
15
−6
0

0
−6
9

−3

0
0

−3
3

4 × 4 4 × 4

Model MES pręta z wymuszonym przemieszczeniem
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układ równań: 𝐾 ∙ 𝑞 = 𝐹
4 × 4 4 × 1 4 × 1

𝐾 ∙

𝑢1

𝑢2

𝑢3

𝑢4

= 𝐾 ∙

𝑢1

𝑢2

𝑢3

0

+

0
0
0


= 𝐾

𝑢1

𝑢2

𝑢3

0

+ 𝐾

0
0
0


= 𝐹
4 × 4 4 × 4 4 × 4 4 × 4                                4 × 1        

𝐾

𝑢1

𝑢2

𝑢3

0

= 𝐹 − 𝐾

0
0
0


= 𝐹 −
𝐸𝐴

𝑙

9
−9
0
0

−9
15
−6
0

0
−6
9

−3

0
0

−3
3

0
0
0


=
4 × 4 4 × 1 4 × 1

=

𝑅1

0
0

𝑅4

−
𝐸𝐴

𝑙

0
0

−3
3

=

𝑅1

0
3𝐸𝐴

𝑙


𝑅4 −
3𝐸𝐴

𝑙


→ 𝐾

𝑢1

𝑢2

𝑢3

0

=

𝑅1

0
3𝐸𝐴

𝑙


𝑅4 −
3𝐸𝐴

𝑙


4 × 4

Model MES pręta z wymuszonym przemieszczeniem
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Warunki brzegowe: 𝑢1= 0

𝐸𝐴

𝑙

9
−9
0
0

−9
15
−6
0

0
−6
9

−3

0
0

−3
3

0
𝑢2

𝑢3

0

=

𝑅1

0
3𝐸𝐴

𝑙


𝑅4 −
3𝐸𝐴

𝑙


𝑢2 , 𝑢3 - niewiadome parametry

𝐸𝐴

𝑙

15 −6
−6 9

𝑢2

𝑢3
=

0
3𝐸𝐴

𝑙


15 −6
−6 9

𝑢2

𝑢3
=

0
3

det
15 −6
−6 9

= 15 ∙ 9 − −6 −6 = 99 ;
15 −6
−6 9

𝐶𝑇

=
9 6
6 15

Model MES pręta z wymuszonym przemieszczeniem
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przemieszczenia:
𝑢2

𝑢3
=

1

99

9 6
6 15

0
3

𝑢2 =
1

99
(9 ∙ 0 + 6 ∙ 3) =

18
99

=
2
11

𝑢3 =
1

99
(6 ∙ 0 + 15 ∙ 3) =

45
99

=
5
11

𝑁1 𝜉 = 1 −
𝜉

𝑙𝑒
= 1 −

3𝜉

𝑙
; 

𝑞1

𝑞2 1
=

𝑢1

𝑢2 1
=

0
𝑢2 1

Model MES pręta z wymuszonym przemieszczeniem

𝑢 𝜉 = 𝑁1, 𝑁2

𝑞1

𝑞2 𝑒
→ 𝜀𝑥 =

𝑑𝑢

𝑑𝜉
=

𝑑𝑁1

𝑑𝜉
,

𝑑𝑁2

𝑑𝜉

𝑞1

𝑞2 𝑒

𝑁2 𝜉 =
𝜉

𝑙𝑒
=

3𝜉

𝑙

= −
3

𝑙
,

3

𝑙

𝑞1

𝑞2 𝑒

;     
𝑞1

𝑞2 2
=

𝑢2

𝑢3 2
;     

𝑞1

𝑞2 3
=

𝑢3

 3



7

𝜀𝑥1 = −
3

𝑙
,

3

𝑙

0
𝑢2 1

𝜀𝑥2 = −
3

𝑙
,

3

𝑙

𝑢2

𝑢3 2

𝜀𝑥3 = −
3

𝑙
,

3

𝑙

𝑢3

 3

𝜎𝑥1 = 𝐸 ∙ 𝜀𝑥1 =
6𝐸
11𝑙

odkształcenie w elementach:

Naprężenie w elementach:

𝜎𝑥2 = 𝐸 ∙ 𝜀𝑥2 =
9𝐸
11𝑙

𝜎𝑥3 = 𝐸 ∙ 𝜀𝑥3 =
18𝐸

11𝑙

Model MES pręta z wymuszonym przemieszczeniem

= −
3

𝑙
∙ 0+

3

𝑙
∙ 𝑢2 =

6
11𝑙

= −
3

𝑙
∙ 𝑢2 +

3

𝑙
∙ 𝑢3 =

9
11𝑙

= −
3

𝑙
∙ 𝑢3 +

3

𝑙
∙  =

18
11𝑙
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DOF solution:

𝑢(𝑥)

0
𝑥1

3
𝑙

2

3
𝑙 𝑙

𝑞2=
2
11 𝑞3 =

5
11



Strain in elements:

𝜀𝑥(𝑥)

0
𝑥1

3
𝑙

2

3
𝑙 𝑙

𝜀𝑥1=
6
11𝑙 

𝜀𝑥2=
9
11𝑙

𝜀𝑥3=
18
11𝑙

𝜎𝑥1=
6𝐸
11𝑙

𝜎𝑥2=
9𝐸
11𝑙

𝜎𝑥(𝑥)

0
𝑥1

3
𝑙

2

3
𝑙 𝑙



𝜎𝑥3=
18𝐸

11𝑙

Stress in elements:

Model MES pręta z wymuszonym przemieszczeniem
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reakcje:

𝑅1 𝑅4

𝐸𝐴

𝑙

9
−9
0
0

−9
15
−6
0

0
−6
9

−3

0
0

−3
3

0
2
11

5
11



=

𝑅1

0
0

𝑅4

𝐸𝐴

𝑙
9 ∙ 0 − 9 ∙

2
11

+ 0 ∙
5
11

+ 0 ∙  = 𝑅1 → 𝑅1 = −
18𝐸𝐴

11𝑙

𝐸𝐴

𝑙
0 ∙ 0 + 0 ∙

2
11

− 3 ∙
5
11

+ 3 ∙  = 𝑅4 → 𝑅4 =
18𝐸𝐴

11𝑙

18𝐸𝐴

11𝑙

18𝐸𝐴

11𝑙

Model MES pręta z wymuszonym przemieszczeniem



10

Model MES dla 3 elementów:

1 2 3 4

𝑢1= 0 𝑢2 𝑢3 𝑢4

𝑙1 𝑙2 𝑙3

𝑅1 𝐹

Model uwolniony od więzów:
𝑞 = 𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4

1 × 4

(𝑅1+ 𝐹= 0)𝐹 = 𝑅1, 0,0, 𝐹
1 × 4

𝑥

1

3
𝑙

1

3
𝑙

1

3
𝑙

3𝐴 2𝐴 𝐴

𝐸
𝐹 =

18𝐸𝐴

11𝑙

siła punktowa

Model MES pręta obciążonego siłą
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warunki brzegowe: 𝑢1= 0

𝐸𝐴

𝑙

9
−9
0
0

−9
15
−6
0

0
−6
9

−3

0
0

−3
3

0
𝑢2

𝑢3

𝑢4

=

𝑅1

0
0
𝐹

𝑢2 , 𝑢3 , 𝑢4 - nieznane parametry węzłowe

𝐸𝐴

𝑙

15 −6 0
−6 9 −3
0 −3 3

𝑢2

𝑢3

𝑢4

=

0
0

18𝐸𝐴

11𝑙

15 −6 0
−6 9 −3
0 −3 3

𝑢2

𝑢3

𝑢4

=

0
0

18

11

Model MES pręta obciążonego siłą
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15 −6 0
−6 9 −3
0 −3 3

𝐶𝑇

=  
18 18 18
18 45 45
18 45 99

𝑢2

𝑢3

𝑢4

=
1

162

18 18 18
18 45 45
18 45 99

0
0

18
11

det
15 −6 0
−6 9 −3
0 −3 3

=

= 15 ∙ (9 ∙ 3 − −3 −3) − −6 ∙ −6 ∙ 3 − −3 ∙ 0 = 162

Model MES pręta obciążonego siłą
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𝑢2

𝑢3

𝑢4

=
1

162

18 18 18
18 45 45
18 45 99

0
0

18
11

𝑢2 =
1

162
(18 ∙ 0 + 18 ∙ 0 + 18 ∙

18
11

) =
18∙18 
162∙11

=
18∙9∙2 
18∙9∙11

=
2
11

𝑢3 =
1

162
(18 ∙ 0 + 45 ∙ 0 + 45 ∙

18
11

) =
45∙18 
162∙11

=
5∙9∙18 
18∙9∙11

=
5
11

𝑢4 =
1

162
(18 ∙ 0 + 45 ∙ 0 + 99 ∙

18
11

) =
99∙18 
162∙11

=
11∙9∙18 

18∙9∙11
=

11
11

= 

Model MES pręta obciążonego siłą



14

wymuszone przemieszczenie

𝑥

1

3
𝑙

1

3
𝑙

1

3
𝑙

3𝐴 2𝐴 𝐴

𝐸

𝑥

1

3
𝑙

1

3
𝑙

1

3
𝑙

3𝐴 2𝐴 𝐴

𝐸
𝐹 =

18𝐸𝐴

11𝑙

zadana siła

Dwa typy obciążeń dające ten sam wynik
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𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 𝐾 2 ∙ 𝐾 −1
2=

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 152 + 62 + 62 + 92 ∙ 0,0909092 + 0,0606062 + 0,0606062 + 0,1515152

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 19,442222*0,196386 = 3,81818

𝐾 =
15 −6
−6 9

𝐾 −1 =
0,090909 0,060606
0,060606 0,151515

Przykład wyliczenia współczynnika uwarunkowania macierzy sztywności dla obu zadań:

𝐾 =
15 −6 0
−6 9 −3
0 −3 3

𝐾 −1 =
0,111111 0,111111 0,111111
0,111111 0,277778 0,277778
0,111111 0,277778 0,611111

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 𝐾 2 ∙ 𝐾 −1
2=

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 152 + 62 + 02 + 62 + 92 + 32 + 02 + 32 + 32

∙ 0,1111112 + 0,1111112 + 0,1111112 + 0,1111112 + 0,2777782 + 0,2777782 + 0,1111112 + 0,2777782 + 0,6111112

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 20,1246117*0,8164965 = 16,43167564
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Condition number:  𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 1 – problem well conditioned, (cond) ≫ 1 – ill conditioned

Wymuszone 
przemieszczenie

typ obciążenia         układ równań MES                                      𝑁

Siła

𝐸𝐴

𝑙

15 −6
−6 9

𝑢2

𝑢3
=

0
3𝐸𝐴

𝑙


𝐸𝐴

𝑙

15 −6 0
−6 9 −3
0 −3 3

𝑢2

𝑢3

𝑢4

=

0
0

18𝐸𝐴

11𝑙



𝐹= 
18𝐸𝐴

11𝑙

2

3

𝑐𝑜𝑛𝑑
15 −6
−6 9

= 3,81818

𝑐𝑜𝑛𝑑
15 −6 0
−6 9 −3
0 −3 3

= 16,43167564

𝑐𝑜𝑛𝑑 𝐾 = 𝐾 ∞ ∙ 𝐾−1
∞

Porównanie obu zadań

(Wskaźnik uwarunkowania macierzy)
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